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Introduccion

En el transcurso de la historia de la Humanidad diversas culturas
han interpretado y tratado de dar razones acerca del movimiento de
los cuerpos. Por ejemplo, para poder medir el tiempo con los cuerpos
celestes, los primeros astronomos desarrollaron modelos empiricos en
base a las regularidades observadas en el paso de los astros por el cielo.
Sin embargo, fue hasta el siglo xvi, en que se dio la interpretacion
adecuada de las causas del movimiento. Intrigado por las leyes de la
caida de los cuerpos descubierta por Galileo (1564--1642), por las leyes
de Kepler, y por el movimiento de los astros, Isaac Newton (1643--1727)
formul6 la forma clasica de la Ley de Gravitacion Universal, la cual
explica las razones por las que los planetas siguen érbitas previsibles y
calculables.

La solucion del problema de 2 cuerpos llevé a Newton a la invencion
del Calculo. La solucion del problema de 3 cuerpos, sin embargo, probo6
ser insoluble. Newton afirmo6 sobre este problema, que su solucioén,
excede, si no estoy equivocado, la fuerza de cualquier mente humana.

El problema de 2 cuerpos, por otro lado, result6 ser suficiente,
cuando la influencia de otros cuerpos celestes es tratada como una
perturbacién, para predecir el retorno de un cometa, por ejemplo el
cometa de Halley.

El estudio del problema de 3 cuerpos sigui6é dos enfoques distintos:
el primero consistia en aproximar las soluciones y dio origen a la
Mecanica Celeste. El segundo buscaba las soluciones transformando el
problema original y dio origen a la Mecanica Analitica o Racional.

De forma simplificada, el objetivo de la Mecanica Celeste consiste en
estudiar un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias del llamado
problema de n cuerpos, el cual consiste en describir el movimiento de
n masas puntuales en el espacio euclidiano tridimensional sujetas a las
leyes de gravitacién newtonianas. Podriamos decir, que el problema de
n cuerpos es tal vez, el problema no resuelto mas antiguo y a la vez
mas fecundo, en la historia de la ciencia.

La busqueda de una solucién al problema de determinar la longitud
geografica por medio del movimiento de los planetas, motivo el estudio
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del problema de n cuerpos y trajo consigo un enorme desarrollo de las
ciencias fisicas y las matematicas. Entre otros podemos mencionar:

e Pierre Simon de Laplace investig6 la estabilidad del sistema
solar y publicé en 1799 su obra Mécanique Celeste.

e Leonhard Euler parecer ser el primero en estudiar el problema
general de 3 cuerpos como un problema matematico inde-
pendiente de la dinamica del sistema solar. El encontré una
solucion del llamado problema colineal de 3 cuerpos, en el que
todas las particulas se mueven sobre una misma linea recta.

e Joseph Louis Lagrange estudio el problema de la libracion de la
Luna y dio un analisis de las orbitas de los satélites de Jupiter.
Confirmo6 la solucién de Euler para el problema general de
3 cuerpos y encontr6 una solucién adicional en la que los 3
cuerpos se mueven formando un tridngulo equilatero.

e Karl Friedrich Gauss desarroll6 un método general para
determinar orbitas basados en 3 observaciones unicamente y
encontro el asteroide Ceres después de que habia sido perdido
al pasar detras del Sol.

e Henri Jules Poincaré estudié con mucho detalle el problema
de 3 cuerpos. Los métodos que introdujo para estudiar su
estabilidad llevaron al desarrollo de la Topologia, la teoria
cualitativa de las ecuaciones diferenciales y al descubrimiento
del concepto de caos.

En estas notas consideraremos el problema de los n cuerpos es
abordado desde el punto de vista matematico, es decir, como el
movimiento de n masas no nulas, puntuales, sometidas a la ley de
la atraccion universal de Newton.

Si x; es la posicion del j-ésimo cuerpo respecto al centro de masa
y m; su masa, se tiene movimiento

n

. m;(X; — X;) ,
= E = =1,...,m. 0.1
X A= X = X ' ©-b
i=1;i7j

el cual es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden que rige el movimiento de los n cuerpos.

A la falta de una mejor comprension de las leyes fisicas que rigen
el movimiento de los astros tomaremos a (0.1) como modelo.

La idea de Poincaré sobre las orbitas periddicas como la mejor
herramienta para entender el problema de 3 cuerpos [6] ha sido
ampliamente explotada a lo largo de este siglo. El monumental
trabajo de Elis Stromgren sobre el calculo efectivo de las familias

1Aqui estamos considerando que la constante de gravedad G = 1.
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de soluciones periddicas del problema realizado con la ayuda de
integradores mecanicos entre los anos de 1900 y 1935 constituye
la fuente mas valiosa en la que se puede adquirir una idea del
comportamiento cuantitativo sobre la mayor parte de éste tipo de
soluciones. Por otro lado, en los afios 1966 y 1970 Michel Hénon
public6 una serie de articulos con el titulo genérico exploracion
Numeérica del Problema Restringido los cuales complementan el trabajo
de Stromgren e ilustran de forma cuantitativa el papel de las soluciones
periodicas (estables) dentro de las soluciones acotadas. En sus
exploraciones numeéricas Hénon encontré de forma efectiva tres tipos
de comportamientos cualitativamente distintos para las soluciones del
problema restringido de 3 cuerpos: movimientos cuasi--periodicos,
semi-ergodicos y de escape, de acuerdo con su nomenclatura. Una
parte de los comportamientos puestos de manifiesto en sus calculos es
el que ya habia quedado descrito de forma cualitativa por Poincaré.

En este trabajo se presentan las técnicas matematicas mas ele-
mentales que permiten al lector iniciarse en el estudio del problema
de n cuerpos. En el Capitulo 1 iniciamos haciendo el planteamiento
matematico del problema de n cuerpos, continuando con el estudio
del problema de 2 cuerpos (problema de Kepler). En el Capitulo 2
planteamos y estudiamos el problema restringido de 3 cuerpos (PR3C),
planteado originalmente por Euler, como una simplificacién del prob-
lema plano de 3 cuerpos, el cual presenta todas las complejidades de
un problema no integrable. Por ultimo, en dos apéndice presentamos el
codigo en Mathematica para calcular las 6rbitas periédicas de primera y
segunda especie.



. |

Capitulo

El problema de »n cuerpos

En este capitulo, describiremos el problema de n cuerpos y veremos
que las ecuaciones de movimiento del problema de n cuerpos tienen
10 integrales primeras: el vector momento lineal es constante, luego el
centro de masa se mueve en una linea con velocidad constante, dando
6 integrales de movimiento; ademas, el momento angular (con tres
componentes) y la energia. Estas constantes de movimiento permiten
reducir la dimension del espacio fase a 6n — 10.

El problema mas sencillo, tnico resuelto y que sirve de base a
las técnicas de perturbaciones y a la mayoria de los problemas de la
Astrodinamica es el problema de 2 cuerpos. Aqui mostraremos que el
problema de 2 cuerpos puede ser resuelto analiticamente, ya que puede
ser reducido al problema de Kepler, y sus orbitas solucién son cénicas
en el plano (R?).

1.1. Formulacion general e integrales de movimiento

Consideremos n particulas de masa m; > 0 moviéndose bajo la
accion gravitatoria de Newton en el espacio tridimensional R3 con
n > 1. Dar las posiciones y velocidades para todo tiempo t; es decir
caracterizar la totalidad de los posibles movimientos es lo que se
conoce como el problema de n cuerpos.

A partir de las leyes de la dinamica de Newton, las ecuaciones
de movimiento de las n particulas son n ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden definidas en un abierto de R3; es decir, un
sistema de 61 ecuaciones diferenciales de primer orden.

Si la i--ésima particula tiene masa m; > 0 y posicion x; € R3,
aplicando la segunda ley de Newton se obtienen las ecuaciones de
movimiento

. Gmimj(xj — X;) ,
ml'Xl'= Z H)(j——xi||3’ l=1,...,1’l. (11)

donde G es la constante de gravitacion, - = d/dt siendo t el tiempo y
|| - || es la norma euclidiana en R3,
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Los elementos del conjunto A;; = {x € R3" : x; = X; para i # j}
corresponden a la colision de dos o mas cuerpos.

Notemos que el lado derecho de la ecuacion (1.1) representa la
fuerza total ejercida en la i--ésima particula por el resto de las (n — 1)
particulas.

Las ecuaciones de movimiento (1.1) las podemos escribir como

x = Mly, 1.2)
y = VUX
donde x = (x1,X»,...,X,) € R3" es el vector de posiciéon, y =
(Y1,¥2,...,¥n) € R3" es el vector de momentos, esto es y; = m;X;,
M = diag(m,, m;, mq,..., my,, my,, m,) es la matriz de masas, y VU(x)
es el vector gradiente del potencial
Gm;ym;
U(X)=U(X11X2|"'1X‘VL)= #
Lo X=Xl

Las ecuaciones (1.2) no estan definidas en el conjunto

A= | 4y
1<i<j<n
es decir cuando hay alguna colision. El dominio de definicion del
sistema (1.2) o espacio fase es p = {(x,y) : (R3" \ A) x R3"}. Luego
dim p = 6n. El espacio de configuracion o espacio de posiciones es
V = {x € R3\A}. Las ecuaciones de movimiento del sistema(1.2) se
pueden escribir como

i oH i Gmimi(x; — X; oH
2 Yy G o x) O
m; 0y; i lIx; — x| 0X;
donde el Hamiltoniano es
2
H- Z HYL” + U (1.4)

Como H es independiente del tiempo t, las ecuaciones Hamilto-
nianas (1.3) son auténomas, y el sistema Hamiltoniano es llamado
conservativo. En este caso H es una integral primera, conocida como
energia del sistema, pues se cumple

dH 0OH %4 OH_ oH aH oH OH\ _
dat T x oy Taxoy oy \ox)
Los vectores X y y son llamadas variables conjugadas.

El problema de n cuerpos tiene 10 constantes de movimiento, o
integrales primeras independientes, las cuales nos permiten reducir la
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dimension del espacio fase a 6n — 10. Estas integrales son: la energia
H,y tres componentes del momento lineal

n
a=Zyi con acR3;

i=1
las tres componentes del centro de masas

n
at+b= Zmixi con be R
i=1
y las tres componentes del momento angular
J=xxy con JeR

Ahora definimos la funcion Lagrangiana, L(X,x) = KX) — U(x),
donde K(X) es la energia cinética y U(x) la energia potencial. Notemos
oL oU(X1,Xp,...,Xy)
que — = — :
an an
exclusivamente de las coordenadas de posicion, y no de las velocidades.
En términos de la Lagrangiana, las ecuaciones de movimiento estan

dadas a través de las llamadas ecuaciones de Euler--Lagrange:
d (oL oL
— = )—-—=—=0 i=1,2,...

dt (axi> ox; ! n

El formalismo de Euler--Lagrange es completamente equivalente a
la segunda ley de Newton. Para ver esto notemos que

=0, es decir, el potencial depende

oL .
Yi= Bixl = m;X;,
oL oU
ox; X
Luego tenemos
d (oL oL . ou
E (a){,_) —TXi=min'+87Xi=0

las cuales son las ecuaciones de movimiento (1.1).
La equivalencia de las ecuaciones de Euler--Lagrange y las ecuacio-
nes de Hamilton estan dadas en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.1.1. El sistema de las ecuaciones de Lagrange es equiv-
alente al sistema de 2n ecuaciones de primer orden (ecuaciones de
Hamilton)

- OH
Vi= x;’
OH

Xj

- ayi’
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N
donde HX,y,t) = Z X;¥i — L(X, X, t) es la transformada de Legendre de

i=1
la funcion Lagrangiana vista como funcion de X.

DEMOSTRACION. Ver la demostraciéon en [3] pag. 65. O

1.2. El problema de los 2 cuerpos

El problema de 2 cuerpos estudia el movimiento de dos particulas
de masa comparable que se mueven por su mutua atraccién gravita-
cional. Este problema puede ser reducido al llamado Problema de
Kepler, considerando el origen de coordenadas en una de las particulas,
digamos m,, de tal forma que la otra particula m, se mueve bajo la
atraccion gravitatoria de m;. Sean x;, X, € R3 los vectores de posicion
de 2 particulas con masa m; y m, respectivamente, relativos a un
sistema de coordenadas inercial. Utilizando la Ley de Gravitacion de
Newton, sus ecuaciones de movimiento estan dadas por

Gmim,(X; — Xp)

mx, = — ME ,
(1.5)
.. GmlTVLz(XZ — Xl)
MrXp = — |X|3

donde |x| = |x; — X2| = ||x; — X2|| Y G es la constante de gravitacion.

El objetivo de este problema es encontrar las soluciones x;(t) y
X,(t) del sistema (1.5) para posiciones y velocidades iniciales dadas.
Procederemos reduciendo este problema a uno de fuerza central, por
medio de las llamadas coordenadas relativas. Sumando las ecuaciones
de (1.5), llegamos a

Gmimy(x; —X2) Gmpmo(X; — X»)
|x[3 |x[3

ml)"(l + mZ)"(z = — =0. (16)

Por lo tanto m;X; + m»X» € R3, es un vector constante (principio de
conservacion del momento lineal), es decir
miX; + MoXp = a. 1.7)

Si dividimos la primera ecuacion del sistema (1.5) entre my, la segunda
entre m; y restamos, obtenemos

Gmi(x; —x1) GmMa(x; —Xp)

%, — %) = —

|x[? x[®
_ Cemi(x —x1)  Gma(x —X)
|x[3 x3

_Glmy +mp)(x2 —x1)
[xI*
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Consideremos unidades de longitud, masa y tiempo tales que, la
constante de gravitacion sea G = 1. Luego

x=-Hx (1.8)
|x|3
donde p=m; + my, x € R3\{0} yx=x, — x;.

En otras palabras, hemos obtenido un problema de fuerza central
en R3® conocido como el Problema de Kepler. Las soluciones de la
ecuacion (1.8) son llamadas orbitas Keplerianas.

La solucion del sistema (1.8), x(t), para condiciones iniciales x(0)
y X(0) nos ayuda a determinar la segunda ecuacion de (1.5), pues
calculando dos integrales obtenemos x; (t) y entonces X, (t) = x(t) +x; (t).
Este procedimiento se puede interpretar mediante la reduccién a
coordenadas baricéntricas.

El centro de masa de dos particulas cuyas masas son m; y m,
respectivamente, se define como

miX; + myXp
Xo=—7"""—"—.
mi +mo
Derivando dos veces esta ecuacion y utilizando (1.6), obtenemos
. X +mpXo
Xp=—"~= 0.
m; +mp
Ahora, derivando la ecuacion del centro de masa xy y usando la ecuaciéon
(1.7), llegamos a

('I’Yll + mz)Xo = mlxl + m2X2 =a.
Por ultimo, al integrar esta ecuaciéon obtenemos
(m, + my)xo =at+b, beR? (1.9)

y obtenemos que el centro de masa se mueve uniformemente en una
linea recta.

Sin perdida de generalidad, fijemos el centro de masa en el origen
de coordenadas, es decir

mixX; + moexp = 0. (1.10)

Sumando y restando el término m,x; a la ecuacién anterior,
tenemos que

MX] + MeXy + MeXo — MopXg =0,
de donde
X1(m; + mp) + my(x; —x;) = 0.

Tomando en cuenta la ecuacién anterior y usando la relacion x = x, —xy,
concluimos que
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nm;
X =——X.
(my +my)

De forma similar sumamos y restamos #m;X, a la ecuaciéon (1.10), y
obtenemos

MiXo + MorXo — M1Xo + MX; = 0,
de tal forma que al factorizar obtenemos

Xo(my +myp) — m(xx; —x;1) =0.

Considerando la ecuacion anterior y usando la relacion x = x, — xy,
tenemos que

my
—X.

(my +my)

En conclusion, hemos obtenido que el movimiento de x;(t) y X»(t)
sera como el de x(t), excepto por un multiplo escalar que depende de
las masas.

Ahora estudiaremos otras constantes de movimiento del problema.
Iniciemos por multiplicar escalarmente la primera ecuacion de (1.5) por
X; v la segunda por X», y por ultimo las sumamos. Agrupando términos,
obtenemos

Xy =

. . mimy(Xy —Xp) .  mMima(X; — Xp) |
miXiX) + MeXpXp = — P 1 x]° X
y finalmente
1 . - mymo . )
——(m|X1]° + my|x =— X] — X2)(X] — Xp). 1.11
Zdt( 1% | 2[%2]%) MR (x1 —X2)(X1 — X2) (1.11)
El lado derecho de la ecuacion (1.11) puede escribirse como
mm d mm
—1732(?(1 — X)) (X) — Xp) = o (1.12)
% at  [x]

Tomando en cuenta (1.11) y (1.12) podemos concluir que la funcion
energia total esta dada por
mpm;
x|
la cual, es una constante de movimiento para el sistema (1.5). Obsérvese
que tanto la energia cinética, como la energia potencial estan explicitas
en la ecuacion anterior. Ademas la ecuacion (1.11) puede escribirse en
términos de la distancia relativa, es decir
1d
2dt

1 _ .
h= i(ml‘xﬂz +my %o %) —

mims;

(my %, + ma % |°) = ———
x|
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Usando esta ultima ecuacioén, y tomando en cuenta la ecuacion de
movimiento para el problema de fuerza central (1.8), tenemos

1d .0 .0 1d fmmy .,
- + = - [ === .
> T (my %] + mz|%|?) > T ( " %]

Generalmente se simplifica la energia multiplicandola por el

término prompm Asi obtenemos la siguiente ecuacion de energia del
1My
problema de Kepler.
1.
=t po e M
mim; 2 ‘X|

Si consideramos a h* = h, la expresién anterior queda de la siguiente
manera
1. H
h= f\x|2 - .
x|

> (1.13)

1.2.1. Conservacion del momento angular. Iniciemos por suponer
que al tiempo t = 0 las particulas no estan en colision, es decir, x(0) # 0.
De (1.8) podemos concluir que

XX)"(=—L(X><X).
x|3

Ya que x x x =0, se sigue que x x X = 0. Por otro lado,

a . .. . .
—XXxX)=xXxX)+(XxX)=0.
dt
Entonces x X X es un vector constante (constante de movimiento
para el sistema 1.5). Esto es,

C=XXX. (1.14)

Esta tltima ecuacion es conocida como el vector momento angular
del problema de fuerza central. Como J es un vector constante a lo largo
del movimiento, en particular se tiene que J = x(0) x x(0), es decir, c es
determinado por las condiciones iniciales, y es un dato del problema.

De la ecuacion (1.14) observamos que para el movimiento de fuerza
central si ¢ = 0 se tiene que X y X son colineales, es decir el movimiento
de m; y m, serealiza en una linea recta que pasa por el origen. Por otro
lado, si ¢ # 0 sabemos que c - x = 0, entonces el movimiento tiene lugar
exactamente en el plano ortogonal a ¢ que pasa por el origen en R3.
Entonces sin pérdida de generalidad podemos restringirnos a estudiar
el movimiento de m,; y m, en R2.

El vector unitario x/|x| tiene la direccion del movimiento de
la particula m, y puede ser determinado para todo tiempo. Para
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determinar cuando esta direccion cambia con el tiempo, vamos a
derivar:

d (x\ [xx-x[x| [x°x—x|x]|[x|
ar\|x[) — |x2 X[ '

Como [x|? = x - X, tenemos que |x||X| = x - X, tal que
a <x) (XXX — (x- X)X
dt \ [x| [x[? '
Por otro lado, haciendo uso de la siguiente identidad para u,v,w € R3,
UxVvV)Xxw=Uu-wyv—(v-wh,

se sigue que

d (X)_(xxi{)xx_cxx

dat \[x| xP o xp
el cual puede ser simplificado como
d [ x X
— | = =——3 XcC. 1.15
it ()= a (19
Notemos que
X 1 1 ux X XC
——g XC=——zEx0=—— u—3><c=
| | uoIx| p

Ahora queremos expresar el lado derecho de (1.15) como una
derivada, para lo cual usamos la ecuacion de movimiento (1.8), la
expresion anterior y la ecuacion (1.15),

d x X Xxc dXxxc
dtlx| ~|x| g dt u
Integrando ambos lados de la ultima ecuacion llegamos a que

X .
u(e+> =X X C, (1.16)
x|
donde e es una constante de integracion llamada vector de excentricidad
0 vector de Laplace-Runge-Lenz. En el caso ¢ = 0, x/|x| = —e, y entonces

e estd en la linea de movimiento y |e| = 1.
Si multiplicamos (1.16) escalarmente por X, obtenemos

ple - x +|x|) = ¢ (1.17)
donde c = |c|. Para el caso e # 0, definimos 6, al &ngulo que se abre entre
el vector de Laplace e y el eje horizontal (x;), definimos f = 6 — 6y, ver

la Figura 1.1. Por otro lado, tenemos que e - x = |e| |x| cos 6y = e ¥ cos O,
donde r = |x|. Luego la ecuacién (1.17) se puede escribir como

c?/u

= 1.1
l+ecosf (1.18)
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Q

-
circulo circunscrito
A& x f P

elipse

Figura I.1. Anomalia verdadera (f), vector de Laplace (e) y
la anomalia excéntrica (E).

la cual es la ecuacién de una conica en coordenadas polares. Como
consecuencia obtenemos que las orbitas de m, relativas a m; son
conicas con excentricidad e, y con un foco en el origen de coordenadas,
ver la Figura 1.2. La distancia ¥ del movimiento del punto Q, sobre la
orbita, es minimo cuando cos f = 1, e > 0. El vector e tiene longitud
igual ala excentricidad y apunta hacia el pericentro (punto mas préximo
al foco). El punto puesto, el mas lejano al foco (el cual, obviamente
existe solo para orbitas cerradas) es llamado el apocentroy el angulo f
es llamado anomalia verdadera. El pericentro y apocentro son llamados
dpsides y la linea que los une es llamada linea dpsidial. En los apsides,
se cumple 7 = 0, la velocidad es ortogonal al radio vector. Ademas, en
el movimiento eliptico no perturbado, la anomalia excéntrica E es el
angulo medido en el plano de la elipse, desde el pericentro al punto de
interseccion del circulo circunscrito con la vertical, al eje mayor, que
pasa por el cuerpo que describe la érbita, ver la Figura 1.1.
De la teoria de secciones conicas podemos clasificar las 6rbitas

Keplerianas:

e ¢ =0 la curva es una circunferencia

e 0 <e < 1lacurva es una elipse

e ¢ =1 la curva es una parabola
e ¢ > 1 la curva es una hipérbola.

Podemos encontrar una relaciéon entre las constantes ¢, e y h a
partir de la ecuacion (1.16)

u<e+|xx|> =X X C,
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X2

N »
\\] <e r

1+ ecos/f
O<e<1
; > } x| \
\\k /
—
e / R (semicje mayor)

o \ a ae o ]
\ I+e
b= L. (semicje menor)
b= ., (semieje menor
o 2

p=3c/u

e=1

0,

Figura 1.2. Orbitas Keplerianas.

elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacion y usamos el hecho
de que X y ¢ son ortogonales (X x ¢ # 0), concluimos que

2
u (1 +el+ —e -x) = [x]°c?.
|
Ahora substituimos [x|> de la ecuacion de la energia (1.13) y e - x de
(1.17),
wre? — 1) = 2hc? (1.19)

la cual es llamada ecuacion fundamental. Despejando h de esta ecuacion
obtenemos
ne e
S 2¢? )
Luego, si conocemos la excentricidad (e) de la 6rbita podemos conocer
el valor de la energia (h). Mediante un calculo sencillo tenemos la

siguiente tabla:

excentricidad | energia Orbita

e=0 h = —u?/2|J]? | Circunferencia
O<ex<l1 h<0 Elipse

e=1 h=0 Parabola

e>1 h>0 Hipérbola

En la Figura 1.3 ilustramos el conjunto de bifurcacion ), en el plano
de paramétros (h,c), energia y momento angular. Este consiste en la
curva h = —u?/2c? y dos ejes coordenados ¢ = 0 y h = 0. En los puntos
de > la topologia de la region de los posibles movimientos B, cambia.

Notemos que ¢ = X x X = 0 implica que los vectores de posicion
y velocidad son colineales, y por lo tanto las cénicas se deforman
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h

Figura 1.3. Espacio energia-momento angular

(degeneran) en lineas rectas, de tal forma que el movimiento de m; y
m; es colineal.

1.2.2. Estudio del problema reducido. Como hemos visto el prob-
lema Kepleriano de 2 cuerpos esta definido por la ecuacion diferencial
(1.8)

k= My U oy - S
[x|3 0x
cuyas soluciones son secciones conicas.

Ya que el movimiento de una particula en un campo de fuerza
central se realiza en el plano, es natural introducir coordenadas polares
¥ = |x|, 0. Sean e, y ey los vectores unitarios en la direcciéon radial y
perpendicular al plano de movimiento, respectivamente. Entonces los
vectores de posicion, velocidad y aceleracion pueden ser escritos en
coordenadas polares como

X =7re,,
X =7e, +rley,

& .._ '2 li 2'
X=F—-7r0%)e, + (rdt(r 0) ) ep.

Ahora sustituimos la expresion de 7 en la ecuacién de momento
angular, ¢ = X x X, obteniendo ¢ = 726u, donde u es un vector unitario
perpendicular al plano que contiene a e, y ey. Luego

c=7%0.
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Por otro lado, tenemos que dado que la ecuacion (1.8) define un
campo de fuerza central se cumple

, 1d . ou oU
o o (i 2 a2 __ v _ov
X={#—-710%e, + (rdt(r (—))) ey x 3 e,.
Luego la ecuacion de movimiento en coordenadas polares toma la forma
; ou 1d :
. 2 _ %Y a2 _
¥ — 710 5 y Tdt(r 0) = 0.

Usando la relacién 8 = ¢/7? donde c es una constante independiente de
t, la cual es determinada por las condiciones iniciales, tenemos

ML L SR L
Y R o or
c? ¢ u ,
donde W =W(r) = 52 +U = 52 Ty es llamada energia potencial

efectiva o potencial efectivo, W = U, fec-

OBSERVACION 1.2.1. La energia total del problema en dimesiéon uno

viene dada por
7',2 ,",.2 C2 U
hi=—+Wr=—+-—=5—— 1.20
1= W =T aa (1.20)
y es la misma que la energia total del problema original
&2
b'¢
h=—+U
> (x)
ya que
XZ 1',.2 1',.2 '92 1',.2 C2

+ o
2 2 2 2 2r?

OBSERVACION 1.2.2. Haciendo abuso de la notacién, a partir de aqui

denotaremos por h = h;. Luego, con esta notaciéon la ecuacion de la

energia total es
1/, c u
— |7+ )=—+h
2 < 1’2) v

1c2 u
—-—= < =+h
212 — r

Multiplicando esta tltima ecuacion por 7 = [x|> tenemos

de donde

1
ECZ < ur + hr?.

Como consecuencia vemos que si + — 0, entonces ¢ = 0. Analogamente,
en el problema de n cuerpos, todos los cuerpos no pueden colisionar
simultaneamente al menos que el momento angular sea 0.
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OBSERVACION 1.2.3. Por otro lado, si la ecuacion de la energia (1.20)
la multiplicamos por r tenemos
c2
7+ — = 2u +2hr

y en particular si ¢ = 0 se cumple que
72r < 2u+2hr
Entonces
lim 7% < imQu + 2hr) = 2.
r—0 r—0
Esto significa que a pesar de que ¥ — oo como lo indica la ecuacion
(1.20), para c = 0 la cantidad 7+ se conserva acotada en colision.

Por otro lado, tenemos que el problema de Kepler es un sistema
conservativo, y como consecuencia la energia total del sistema se con-
serva. En particular en el problema de dimension uno, la dependencia
de v con respecto a t esta definida por la cuadratura

/ dt = / __ar
V2(h — W)

cz do cr?

2 dt = 2t —wa)

de la 6rbita en coordenadas polares mediante la cuadratura,

2 (c/rddr
o- [ _efar 1.21
/n V2(h — W) (12D

1.3. Regularizacion de colisiones binarias

Como 0 = , podemos encontrar la ecuacion

La ecuacion (1.8) tiene una singularidad cuando x = 0 la cual
corresponde a colision. Notemos que cuando x — 0 el potencial
U= —px|t — co. Sea t = t* el tiempo en que ocurre la colision. Una
solucion x(t), x(t) de (1.8) es llamada odrbita de colision si x(t) — 0y
X(t) — oo cuando t — t*. Si el intervalo maximo de definicion de la
solucion x(t) es [t;,t*) con t* < oo, decimos que la solucién tiene una
singularidad en t = t*.

Cuando las singularidades de las ecuaciones de movimiento (1.1),
debidas a colision doble o triple no son esenciales, y pueden ser
removidas bajo un cambio adecuado de variable tanto en las variables
de posicién y velocidad como del tiempo, las cuales se expresan en
forma paramétrica en términos de una nueva variable, este proceso se
llama regularizacion de colision.






Capitulo

El problema restringido de 3 cuerpos

El problema restringido de 3 cuerpos (PR3C), planteado original-
mente por Euler, es una simplificacion del problema plano de 3 cuerpos
el cual que presenta todas las complejidades de un problema no inte-
grable.

En los anos setentas, la busqueda de orbitas periodicas estuvo
motivada por las misiones espaciales Géminis y Apolo. En época
reciente la mision espacial Genesis Discovery Mission, lanzada por
la NAasa desde la Tierra el 8 de agosto del 2001 y que volvio a la
Tierra en septiembre del 2004 tuvo una trayectoria periddica situada
aproximadamente a un millon y medio de kilometros de la Tierra.

2.1. Planteamiento del problema

Consideremos dos cuerpos de masas m; y m» (llamados primarios)
los cuales se mueven en oOrbitas circulares bajo su accién gravitatoria,
con el plano de movimiento fijo respecto a un sistema de referencia
inercial. Un tercer cuerpo de masa despreciable, m3 ~ 0, a la que
llamaremos asterioide, se mueve en el plano de movimiento, bajo la
atraccion de los primarios. El problema consiste en determinar el
movimiento del cuerpo mj3 en estas condiciones.

Para describir el movimiento se usan los sistemas de coordenadas
sideral (fijo) y el sinddico (rotatorio). El sistema rotatorio gira con una
velocidad angular positiva w respecto al sideral.

Notacion
) (X1,Y71), (X»,Y2) posiciones de los primarios en el sistema fijo
i) (X,Y) posicion de m3 =~ 0 en el en el sistema fijo
iii) (&, ) posicion de m3 ~ 0 en variables adimensionales en el
sistema fijo
v) (x,y) posicion de m3 =~ 0 en variables adimensionales en el

sistema rotatorio

Sean m;, m, las masas de los primarios y ms3 la masa del
tercer cuerpos que se supone positiva pero pequena; eventualmente

15
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tomaremos mj3 = 0. Las ecuaciones de movimiento de 13 en el sistema
fijo son:

dZX _kmlmg(X — Xl) _ kamg(X — Xz)

m = )
var R R}

m dZY _ kmﬂ’l’Lg(Y — Yl) km21’}’L3(Y — Yz)
ar R} R} ’

donde
Ri=(X - X))+ —Y1)? R5=(X—X2)?)+(Y - Yo)?

Para simplificar, dividimos entre ms, y posteriormente hacemos
ms3 — 0 y obtenemos

d’x _ _kml(X - X1) _ kmo(X — X»)

dt> R} R} ’
dZY _ _k?’l’ll(Y — Yl) _ k’l’l’lz(Y — Y2)
ae: R} R} ’

donde X; y X, son las soluciones al problema de 2 cuerpos en
movimiento circular, es decir,

X1 = —bcoswt, X, =acoswt,
Y; = —bsinwt, X, = asinwt.
Aquil = a + b es la separacion entre los primarios y bajo el supuesto

de que el centro de masa esta en el origen. Luego mb = mya. Si se
introducen las variables adimensionales

X Y
g Tl rl—Ta
my mop
M= 1= , T=uwt,
mip +mo m; +m;
Ry Ry
P1 l ) 2= l ’

entonces las ecuaciones de movimiento toman la forma
a*s _ ((E+ppcosT) | H2(E— p cos )
dt? P p3 ’

d’n _ (mn+pesinT) , Ho(n — i sinD)

dt? pi p3 '
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En el caso del sistema Tierra-Sol-Luna se dispone de los datos
siguientes [11]:

m,; = 1.99 x 10°° Kg. masa del Sol

m, = 5.98 x 10** Kg. masa de la Tierra
1 =1.496 x 10® Kg. distancia media Tierra-Sol
d = 3.844 x 10° Kg. distancia media Tierra-Luna

wr =1.720242 x 107 rad/seg velocidad angular media de
la Tierra alrededor del Sol
A partir de estos datos obtenemos

My =9.999969 x 1071,  pup = 3.00493 x 107,

Ademas podemos estimar la razén de la distancia Tierra-Luna a la
distancia Tierra-Sol

d
pr=7 = 2.56951 x 1073.

Estos o6rdenes de magnitud tan pequefios hacen inadecuado el modelo
del problema restringido para describir el movimiento de la Luna y fué
lo que motivo al matematico G.W. Hill (1878) a proponer su célebre
Teoria Lunar [1].

En las variables adimensionales, el sistema rotatorio gira con
velocidad angular 1, el primario de masa u = u, estad en (1 — y,0)
y el de la masa 1 — u en (—pu, 0); ademas la dependencia explicita del
tiempo se elimina, ver la Figura 2.1. En lo que sigue continuaremos
denotando la variable independiente por t y la derivada respecto a t por
un punto, - = d/dt. Es sistema transformado tiene entonces la forma

d’x _dy (1 — O +p)  px+p)

-2 —x=— 2.1
dt? at ( 3 " 3 ) ’ (2.1)
d’y _dx 1-—py py
dt2+2dt_y__(rl3+rz3>’ (2.2)

donde ¥? = (x + > + yu? y r3 = (x — 1+ p)* + yp®, 6 en notaciéon com-
pleja, haciendo z = x + iy

-1+ +
ze2iz—z=—pi K _q - pZtE (2.3)
LD 61

Estas ecuaciones pueden escribirse en la forma

. . 0Q
X — 2y = al
oQ

oo 2
V+2x 1Y

(2.4)
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n

Figura 2.1. Sistemas de referencia fijo y rotatorio.

o en forma Lagrangiana

d (aL\ oL
dat (8x) T ox’ 2.5)
d oL\ oL
e
donde Q(x,y) = (1 — p) (%f + ril) + U (%z + riz) y L es la funcién de

Lagrange
1 . .
L= E(xZ +5°) + XV — yx + Q(x, y).

El sistema (2.5) se puede reescribir también en la forma Hamiltoni-
ana mediante el procedimiento usual de la transformada de Legendre
[1], si definimos los momentos por

_ oL i oL . X
Px—ax— Y, Iﬂy—ay—y )
y la funcion Hamiltoniana
H=xpx+ypy — L(x, ),

de tal forma que al omitir el término constante u(u — 1) en el
Hamiltoniano, toma la forma

1—p

" ¥y

1
H = (0% +P3)+ YPx = XPy =

La integral de movimiento C = u(u — 1) — 2H se conoce como la
integral de Jacobi. La conservacion de la constante de Jacobi puede
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escribirse también a partir de las ecuaciones (2.4) como

1 ., 5 C
2(x +37)=Q > (2.6)

Cada valor constante de C determina las regiones que son accesibles
al movimiento en el espacio x7y, denominadas regiones de Hill. A
partir de la relacion (2.6) podemos ver que éstas vienen dadas por la
desigualdad

Qx,y) > %

La frontera Q(x,y) = % se denomina la curva de velocidad cero
y puede darse una primera descripcion cualitativa del movimiento, si
determinamos las curvas de velocidad cero para cada nivel C = const.
y cada valor de p.

El caso pu =0 en (2.3) es el problema de 2 cuerpos desde un sistema
rotatorio con centro en uno de los primarios y se conoce como el
problema de Kepler giratorio. Posteriormente haremos una descripcion
mas detallada de este caso.

2.2. Soluciones de equilibrio

Ya que el problema restringido circular de 3 cuerpos no es
integrable, no podemos conocer las soluciones explicitamente, con
lo cual nos daremos a la tarea de buscar soluciones particulares. Estas
pueden ser encontradas como puntos donde ms tiene velocidad y
aceleracion cero en el sistema rotatorio. Tales puntos son llamados
puntos de equilibrio del sistema (2.4). Notemos que éstos son
las soluciones de equilibrio en el sistema sinddico y corresponden
a soluciones periodicas en el sistema sideral. A partir de ahora
supondremos que todos los movimiento estan confinados al plano
XY.

Los puntos criticos (x, v, X, ) del sistema (2.5) satisfacen x = y = 0,
y de acuerdo a (2.6) se proyectan sobre puntos sobre la curva de
velocidad cero; ademas son soluciones del sistema de ecuaciones

oQ Q
— =0, aﬁ =0,
0x oy
por lo tanto corresponden a puntos criticos sobre el nivel Q = C/2. En

forma explicita,

1}x+u+u[ 1}x—1+u:0’ 2.7)

1— _
( u)[ﬁ 7| P

1]y 1|y
(l—u){rl—rz}rl+u{1’2—2}=0. (2.8)

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos los siguientes casos:
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e Existen tres soluciones co y = 0 (llamadas soluciones colineales
o de Euler). La ecuacién (2.8) se anula, mientras que la ecuacion
(2.7) se reduce a

1| x+u 1| x—-1+pu
1 —p) [m p%] o +u[pz p%} ) 0
donde p; = |x + p|. Luego existen tres posibles casos: (i) x < y,
)4 —pu<x<l—py(i)l —u<=x.

Veamos el primer caso, x < —u. Ya que p; = —Xx — U,
p>» = —1 — u— x vy por lo tanto p, = 1+ p;. Finalmente se
obtiene la ecuacién quintica (quinto grado) de Euler en p = p;
dada por

—p* +QR+wp* —(1+2pp* —(1+2wp° — (1 — wp*+2(1 —pw)p — (1 —p) = 0.

Usando la regla de los signos, podemos ver que existe

solo una raiz positiva si 4 < 1/2. Esta solucion se denota por

L. Haciendo un analisis similar en los casos (ii) y (iii) existen
soluciones unicas, las cuales se denotan por L, y Ls.

e Para y # 0, las ecuaciones (2.7) y (2.8) tienen dos soluciones
n=rp=lx=1/2—u y= ++/3/2. Estas son las soluciones
de Lagrange L4, v Ls, y forman configuraciones triangulares
equilateras respecto de los primarios, ver la Figura 2.2.

A

Ly

Ly \ L Ls

Figura 2.2. Puntos de Lagrange: colineales y triangulares.

2.3. El problema restringido para u =0

Para u =~ 0 conviene escribir las ecuaciones de movimiento (2.3) en
la forma 2
2+2i2—z+w = uf(z, z,u, (2.9)
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Figura 2.3. Superficie tridimensional definida por C = 2U y
localizacién de los puntos de equilibrio para p; = 0.2.

Figura 2.4. Localizacion de los puntos de equilibrio para p, = 0.2.

y la constante de Jacobi para y = 0 como

1., ., 1, 1 C
2(x +y)—21f +T > (2.10)
donde r = 7. Estamos interesados en encontrar 6rbitas peridédicas para
u = 0, las cuales persisten o pueden ser “continuadas" para valores
u =~ 0. Las orbitas elipticas y en particular las circulares, son los
movimientos de interés a estudiar en el caso u = 0.
Las orbitas que se contintian a partir de las oOrbitas circulares se
denominan orbitas de primera especie y las generadas a partir de 6rbitas
elipticas se denominan de segunda especie. Mas adelante veremos las
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Figura 2.5. Superficie C = 2U con los puntos de Lagrange y
region de Hill cuando los primarios son el Sol (S) y Japiter ()),
con (3 < C < (.

condiciones que deben satisfacer los elementos de las é6rbitas para que
la continuacién sea posible.

Notemos que para g = 0 el primario situado en el punto con
coordenadas (1,0) tiene masa nula, y lo llamaremos planetoide. Por
otro lado, debemos observar que formalmente debemos evitar pasar
por ese punto pues para u =~ 0 la orbita a continuarse puede pasar
por colision doble. Si la orbita del asteroide tiene radio menor que 1
diremos que es inferior al planetoide y en caso contrario diremos que
es superior.

En las siguientes dos secciones vamos a dar una descripcion breve
de las soluciones acotadas en el sistema sideral y sinddico.

2.3.1. Descripcion desde el sistema sideral. En el capitulo anterior
vimos que en el sistema sideral la oOrbita es una coénica que en
coordenadas polares (v, ) se escribe como

_a(l—e?)

" 1l+ecosf
donde e es la excentricidad, a es el semieje mayory f = 8 — 0y, donde
0y es el argumento del perieje.

Sea E la anomalia excéntrica (ver la Figura 1.1). Entonces

r=a(l +ecoskE),
M=E —esinE (ecuacion de Kepler),

y la conservacion de la energia puede expresarse como

Lo, o2y 1
2(6 +n )—V+h. (2.11)



2.3. EL PROBLEMA RESTRINGIDO PARA p =0 23

Se puede demostrar que en el caso de la energia negativa, ésta depende
so6lo del semieje mayor de la elipse: h = —1/2a. La integral de momento
angular
20 _ —
r°0 = Mgjq = const.
y la energia estan relacionadas por la ecuacion

2 _ 2
Zthid_e 1.

2.3.2. Descripcion desde el sistema rotatorio. En el sistema rota-
torio el movimiento acotado, en general se ve como la combinacién del
movimiento eliptico junto con una precision del perieje.

La ecuacién para las regiones de Hill en coordenadas polares, de
acuerdo a (2.10), se reduce a

pr) =r(x*+3*) =’ —Cr+2>0,

por lo tanto las regiones tienen simetria radial.

Por la regla de los signos, si C > 0 no existen raices para p(r). Si
C > 0 entonces existe una raiz positiva o ninguna. Un analisis mas
detallado muestra que para C = 3 se tiene una raiz de multiplicidad
dos. Por lo tanto, si 0 < C < 3 no existen raices reales y la region de
Hill es todo el plano. Si C > 3 existen dos raices positivas s; < s» y
en tal caso las regiones de Hill consisten de un disco de radio s; y el
exterior del disco de radio s,. Cuando C = 3 las dos componentes se
interceptan en la circunferencia de radio s = 1 de puntos criticos, ver la
Figura 2.6. Esta circunferencia pasa precisamente por la posicion limite
de asteroide localizado en (1, 0).

AY
AY

\XS
v
8

(1
N <>

Figura 2.6. Regiones de Hill para y = 0O en el sistema sinédico.

Ahora, busquemos soluciones circulares de la forma z = ae't,
B # 0. Sustituyendo en (2.9) con u = 0 vemos que debe satisfacerse la
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condicion
B+1)2a®=1, BO0. (2.12)

El primario de masa u = 0 esta localizado en (1, 0), luego si hemos
de evitar que la orbita pase cerca o posiblemente por colisiéon para
u ~ 0 debemos suponer que

(B+1)2+#1, osea B+#0,—2. (2.13)

Sustituyendo la solucion en la relacion de Jacobi (2.10) y usando (2.12),
vemos que

1 .
C=—+ 2a'’?. (2.14)
A partir de la grafica de C vs a, concluimos que existen 1, 2 6 3 orbitas

circulares circulares para un valor fijo de C, ver Figura 2.7. Notemos
que el minimo de la rama superior se alcanza en a = 1.

C
10

8

1+2al/2
a

l —9qY/?
a

Figura 2.7. Graficade a vs C.

En el sistema sideral, para cada nivel de energia existen dos orbitas
circulares que difieren solo en el signo del momento angular M4,
mientras que para un nivel fijo de la constante de Jacobi C, puede
haber hasta tres orbitas circulares. Esta aparente paradoja se explica
como sigue: ambos sistemas difieren en la rotacion de coordenadas
uniforme en el tiempo, pero ésta preserva longitudes y velocidades,
entonces

E+nt=x*+5 y r=8+n*=x*+)° (2.15)
luego de las relaciones (2.10) y (2.11) encontramos que h = Mgiq =
—C/2, 6 bien

C 1
Mgig = =5 ~ 54
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Entonces para cada rama de (2.14) tenemos

Moo a'’? >0, paralarama a~!'+2a'/?,
sid —a'? <0, paralarama a~!-—2a'/?

Como consecuencia de que el sistema sinddico gira con una
velocidad angular positiva unitaria, el momento angular en los sistemas
sinodico y sideral estan relacionados por

2
Mgin = Mgigq — 7> (2.16)

Como consecuencia se sigue que una orbita que es retrograda en el
sistema sideral también es retrograda en el sistema sinodico. Pero por
otro lado, una orbita directa en el sistema sideral puede ser directa o
retrograda en el sistema sinodico. Para una orbita circular v = a, y de
acuerdo a (2.16) obtenemos

Mgin = Mgiq — a’=a'?(£1 — a®?), donde =+ 1 es el signo de Miq

y porlo tanto, sia < 1y Msicl > 0 entonces Mgj, > 0; mientras que
sia > 1y Mgq > 0 entonces Mg, > 0. Esto significa que la rama
inferior en la Figura NO corresponde a 6rbitas circulares retrogradas en
ambos sistemas, mientras que la rama superior corresponde a 6rbitas
directas en el sistema sideral que, en el sistema sunddico son directas
si su radio es menor que 1 o retrégradas si su radio es mayor que 1.

2.4. Orbitas periodicas de primera y segunda especie

Las oOrbitas de primera especie son las que se obtienen como
“continuacion analitica" de las orbitas circulares en el problema de
Kepler giratorio. Las orbitas de segunda especie son las que se obtienen
por continuacion de orbitas elipticas.

Una de las ventajas del problema de 3 cuerpos es que es un sistema
Hamiltoniano, y podemos buscar un sistema de coordenadas o variables
llamadas variables accion-dngulo en las que el sistema para u = 0 sea
facilmente integrable.

2.4.1. El caso circular. Las ecuaciones de variacion del sistema
(2.9) alrededor de una 6rbita circular z = ae’?t son

C+2ipC —C= %(;n 12(C + 3e%1E) (2.17)

en donde hemos usado la relacién (2.12). El cambio de variable
C — uett transforma (2.17) en una ecuacion lineal con coeficientes
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Constante31
1
u+mﬁu—u=§w+1ﬂu+3m.

Un calculo directo muestra que los multiplicadores caracteristicos
son: 1 con multiplicidad doble y e*2™/#. Tomando en cuenta las
restricciones (2.12) y (2.13) obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.4.1. Sea z = ae'P! una érbita circular del problema de
Kepler giratorio. Sea Cy la constante de Jacobi correspondiente. Si
B #0,-1,-2 y se da la condicién de no resonancia B~' ¢ 7Z, entonces
existe una familia de orbitas periodicas para u suficientemente pequenia
y para valores de la constante de Jacobi C suficientemente cercanos a
Co.

Las oOrbitas de primera especie son periddicas solamente en el
sistema sinodico, pero en general no son curvas cerradas en el sistema
sideral. Para el caso u = 0 la orbita circular en el sistema sinddico
tiene la frecuencia angular (movimiento medio) n = 8 + 1, asi que la la
condicién de no resonancia equivale a pedir que

1

— ¢ 7. (2.18)

n-—1
Sin < 0, es decir sila 6rbita es retrograda en el sistema sideral (y por lo
tanto retrograda en el sistema sinddico) entonces el cociente en (2.18)
esta entre —1 y 0, por lo que la condiciéon de no resonancia se satisface
automaticamente. Para orbitas directas en el sistema sideral n > 0,
existen dos casos: (a) n < 1 de donde a > 1 y por lo tanto la 6rbita
del asteroide es exterior al planetoide. La condicién de no resonancia
en este caso es equivalente a

k+1
n )
7 k
mientras que en el caso (b) 1 < n, y por lo tanto a < 1, lo cual significa

que la 6rbita es interior al planetoide. La condicion de no resonancia se
puede escribir como

n%f%i k=1,2,...,

y s6lo en estos casos es posible la continuaciéon analitica.

1E] teorema de Floquet afirma que para un sistema lineal con coeficientes periodicos
existe un cambio lineal de coordenadas con coeficientes periodicos que transforma el
sistema en uno con coeficientes constantes. Aqui se exhibe explicitamente este cambio
de coordenadas.



2.4. ORBITAS PERIODICAS DE PRIMERA Y SEGUNDA ESPECIE 27

2.4.2. El caso eliptico. Para u = 0 el sistema (2.9) tiene las integrales
primeras de Jacobi y de momento angular (en el sistema rotatorio),
Msid =120+ 1) (que son independientes en el caso eliptico) implica
que tres multiplicadores caracteristicos son iguales a 1°.

Para las orbitas circulares los gradientes de Mg;q v la integral
de Jacobi son dependientes. Esta afirmacion puede verse si usamos
coordenadas polares

Mgq =7r°(0+1),
—C=7+71%0* —v* = 2/r,
y calculamos el rango de la matriz de derivadas parciales

210+ 1) 0 0
2702 —2r+2/r O 29 2v20 )°

Si 7 # 0 los gradientes son independientes. En cambio los gradientes
son dependientes siy solo si ¥ = a, 0 = 8 son constantes y ademas

1
2 _
ofp —a+— =2aB(B+1)
que después de simplificar toma la forma
B+1a’=1,

la cual es la relaciéon entre la frecuencia y el radio de una 6rbita circular
en el sistema sinodico, (2.12).

Para salvar esta situacion introduciremos una serie de cambios
canoénicos de coordenadas. Estas coordenadas tienen la ventaja de que
permiten resolver explicitamente el problema de Kepler tanto en el
sistema sideral como sinodico. Por simplicidad interpretaremos estas
coordenadas en el sistema sideral, ver la Figura 3.

Sea | = M la anomalia media, g = w el argumento del perieje,
L = a'/? laraiz cuadrada del semieje mayor y G el momento angular. Se
puede demostrar que el conjunto de variables (I, g, L, G) es canonico en
el sentido de que la 2--forma simpléctica canénica [1] queda invariante,
es decir

dps NdE+dp, Ndn=dLAdl+dGANdg.

Esta propiedad implica en particular que basta transformar el
Hamiltoniano del problema de Kepler en el sistema sideral -- ver la
relacion (2.11) -,

1 1 ' :
Ko = §(dp§ + dp%) -t donde dpg=¢§, dpp,=n

%En este caso el polinomio caracteristico de la matriz de monodronomia es una
funcion par.
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a las nuevas coordenadas para obtener las ecuaciones de movimiento.
Ya que la energia satisface h = —1/2a entonces se cumple

1
2L2°

Las coordenadas (l,g,L,G) se conocen como las variables de
Delaunay. Llas coordenadas | y g son angulares mientras que las
coordenadas de accion L y G estan restringidas por la relacion
0 < |G| < L. Si G = 0 se tiene que las orbitas colineales tienen momento
angular cero, y si G = L se tiene que las orbitas son circulares directas
y retrogradas respectivamente, aunque el argumento del pericentro g
no esta definido para este tipo de oOrbitas. Es por ello que este conjunto
de variables no son adecuadas para describir orbitas circulares o de
excentricidad pequena.

Notemos que tanto L como G son integrales primeras para el
sistema Hamiltoniano Ky y las ecuaciones L = h, G = ¢, constantes,
definen un toro invariante (ya que Il y g son coordenadas angulares).
Las variables de Delaunay permiten simplificar también el Hamiltoniano
del problema de Kepler giratorio

Ko = —

| 2 1 1
Hoy = E(Px+l9y)+yl9x—xl9y— T G
Esta ultima expresion permite resolver en forma explicita las

ecuaciones para el problema de Kepler giratorio

. 9Hy .., . oHp
=20 j= 220 _
! oL ’ ol 0,
. 0H, . 0H,
Gl | I U
9= %6 o G=m% =0
cuya solucién es L = Ly = al/?, G = Gy = va(l — e?) son constantes y
l=Ly3t+10), (2.19)
g=—t+g(). (2.20)

Las condiciones iniciales en términos de las nuevas variables son
condiciones para un pase por el apocentro:

g90)=—m, 1(0)=—T.

En un segundo cruce el tiempo es t = Tgj,/2. El periodo en
el sistema fijo es Tgiq = 21TL8, ya que el movimiento principal es
a3/ = L. La orbita sera periodica también en el sistema rotatorio
si Tgin = PTsin = 274, 6 a*’* = q/p. Luego el paso por el pericentro
ocurrira al tiempo t =11q vy

lmq) = (1 +p), g(mq) = —1(1 + q),
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lo cual se sigue de la substitucion de la condicion inicial (t = 0) y las
condiciones para el segundo cruce (t = Tgj,,/2) en la solucion de las
ecuaciones de movimiento para u = 0.

El determinante del funcional o(l, g)/o(t,L) en t = Tgj /2, y 4 =0
esta dado por

ol al

ot ol Ly® —3Ly " Tgin
’a(l,g) = = = 3Ly " Tgjn #0.
a(t, L) 3 o9 1o

ot 0L,

Entonces, aplicando el teorema de la funcién implicita podemos garan-
tizar la existencia de una familia de orbitas peri6dicas parametrizadas
por u y el periodo. Esto demuestra la existencia de las 6rbitas de
segunda especie.

Notemos que debemos evitar la colsion con el planetoide en (1, 0).
Para garantizar ésto, es suficiente por ejemplo si a < 1 en cuyo caso
el asteroide es interior al planetoide o bien si la distancia minima al
centro atractor a(l — e) > 1, en cuyo caso es exterior.






Apéndice

Calculo de orbitas de primera especie

Aqui consideramos las ecuaciones del problema restringido circular
de 3 cuerpos en el sistema rotatorio en variables adimensionales.

Codigo en Mathematica

rl = Sqrt[(x + mu)"2 + y~2];
r2 Sqrt[(x - 1 + mu)"2 + y~2];

Omegalx_,y_,mu_J=(1-mu) (\frac{r1~2}{2}+\frac{i}{ri});

niveles = ContourPlot[Evaluate[Omegalx,y,0.5],{x,-1.5,1.5%},
{y,-1.5,1.5}, PlotPoints -> 100, ColorFunction -> Hue ];

Plot3D[Evaluate[Omegalx,y,0.1]1], {x,-1.5,1.5}, {y,-1.5,1.5},
PlotPoints -> 30];

Busqueda de una solucién periodica
<<Graphics ‘ImplicitPlot*

Graficamos ahora la frontera de una curva de nivel Q = k
k=2

nivel = ImplicitPlot [Omegalx,y,0.5]==k,{x,-2,2}, {y,-2,2},
PlotRange -> {-1,1}, PlotPoints -> 100, ColorFunction -> Hue ]

Veamos si el origen esta contenido en la region Q > k
TrueQ[Omegal[0,0,0.5]>= k]

Ahora verifiquemos que si la region exterior pertenece a la region
de Hill

TrueQ[Omegal[2,0,0.5]>= k]
Veamos el rango de valores permitidos de x
FindRoot [Omega[x,0,0.5]==k,{x,0.73}]

sistema = { x’ [t]==v[t], y’ [t]==w[t],

31
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v’ [t]1== 2w[t]+x[t]

-( (1-mu) \frac{x[t]l+mu}{((x[t]+mu) "2+y[t]1~2)"{3/2}} +
(1-mu) \frac{x[t]-1 +mul{((x[t]-1 +muw) ~2+y[t]~2)~{3/2}}),
w [t]== -2v[t]+y[t]

-( (1-mu) \frac{(1-mu)y[t]1}H ((x[t]+mu) "2+y[t]~2)~{3/2}}
+(1-mu) \frac{y[tlmu}{((x[t]-1 +mu)~2+y[t]1~2)"{3/2}})}

El caso de masas iguales mu = 1/2=0.5
mu=1/2;

Grafica de una solucion particular
x0=0.2;

inicial = {x[0]==x0,y[0]==0,v[0]==0,
w[0]==Evaluate[Sqrt{2 (Omega [x0,0,1/2]-k)}1};

sol = Flatten[NDSolve[Join[sistema, iniciall,

{x[t],ylt],v[t],wlt]l},{t,0,0.5}1];

ParametricPlot [Evaluate [{x[t],y[t]}/.sol],
{t,0,0.5}, PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0,0,1]];

El tiempo en el que la soluciéon cruza al eje y
ty=t/. FindRoot[(y[t]/. sol[[2]1]1==0,{t,0.3}]

La velocidad x en el que la solucion cruza al eje y
(v[t]l/.sol[[311)/.t -> ty

ParametricPlot [Evaluate [{x[t],y[t]1}/.s0l]l, {t,0,(t/. t -> ty)},
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0,0,1]];

Definicién de la funcion cuyos ceros dan érbitas periddicas
Clear[sol,ty,x0,v]

F[x0] := Block [{sol,ty,xdot,iniciall,

inicial = {x[0]==x0,y[0]==y0,v[0]==v0,

w[0]==Evaluate[Sqrt{2 (Omega [x0,0,1/2]1-k)}1};

sol = Flatten[NDSolve[Join[sistema,inicial],{x[t],y[t],v[t],
wlt]l},{t,0,1}11;

ty = (t/.Findroot[(y[t]/.sol[[2]1]1)==0,{t,0.5});

xdot = (v[t]/.sol[[311)/.t -> ty;

Return([xdot]];

Hagamos una prueba

F[0.4]

Table[{x0,F[x0]},{x0,0.1,0.4,0.1}]
ListPlot[% , PlotJoined -> Truel;

Table [{x0,F[x0]},{x0,0.337,0.339, 0.0001}];
ListPlot[% ,PlotJoined -> Truel;
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La orbita periddica
x0=0.338;
inicial = {x[0]==x0,y[0]==0,v[0]==0,
w[0]==Evaluate[Sqrt{2 (Omega [x0,0,1/2]1-k)}]1};
sol= Flatten[NDSolve[Join[sistema,iniciall,

{x[tl,ylt],vlt],wltl}, {t,0,1}1];

per = ParametricPlot[Evaluate[{x[t],y[t]}/. soll ,{t,0,1},
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0,0,1],AspectRatio -> 1],

Show[nivel,per,PlotRange -> All]






Apéndice

Calculo de orbitas de segunda especie

Aqui consideramos las ecuaciones del problema restringido circular
de 3 cuerpos en el sistema rotatorio en variables adimensionales.
Poincaré definio las orbitas periddicas de segunda especie a aquellas
generadas a partir de orbitas elipticas de dos cuerpos en el plano de
los primarios.

Codigo en Mathematica

rl
r2

Sqrt[(x + mu)~2 + y~2];
Sqrtl(x - 1 + mu)"2 + y~2];

Omegal[x_,y_,mu_]=(1-mu) (\frac{ri~2}{2}+\frac{1}{r1});

niveles = ContourPlot[Evaluate[Omegalx,y,0.5],{x,-1.5,1.5%},
{y,-1.5,1.5}, PlotPoints -> 100, ColorFunction -> Hue ];

Plot3D[Evaluate[Omega(x,y,0.1]], {x,-1.5,1.5}, {y,-1.5,1.5%},
PlotPoints -> 30];

Busqueda de una solucién periodica
<<Graphics‘ImplicitPlot*¢

Graficamos ahora la frontera de una curva de nivel Q = k
k=2

nivel = ImplicitPlot[Omegalx,y,0.5]==k,{x,-2,2}, {y,-2,2},
PlotRange -> {-1,1}, PlotPoints -> 100, ColorFunction -> Hue ]

Veamos si el origen esta contenido en la region Q > k
TrueQ[Omega[0,0,0.5] >= k]

Ahora verifiquemos que si la region exterior pertenece a la region
de Hill

TrueQ[Omega[2,0,0.5] >= k]

35
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Veamos el rango de valores permitidos de x
FindRoot [Omega[x,0,0.5]==k,{x,0.7}]

sistema = { x’ [t]==v[t], y’ [t]==w[t],

v’ [t] == 2uw[t]+x[t] -( (1-mu) \frac{x[t]+mu}{((x[t]+\mu) "2
+y[t]172)"{3/2}}+ (1- muw) \frac{zx[t]l-1 +\muM{((x[t]-1 +\muw)"2
+y[t1°2)°{3/2}}),

w’ [t]== -2v[t]+y[t]

-( (1-\mw) \frac{(1-\mw)y[t]1}{ ((x[t]1+\muw) "2+y[t]~2)"{3/2}}

+ (1-\muw) \frac{y[t]\mu}{((x[t]-1 +\muw) 2+y[t]~2)"{3/2}})}

El caso de masas iguales y=1/2
mu=1/2;

Grafica de una solucién particular
x0=0.2;

inicial = {x[0]==x0,y[0]==0,v[0]==0,
w[0]==Evaluate[Sqrt{2 (Omega [x0,0,1/2]-k)}]1};

sol = Flatten[NDSolve[Join[sistema, iniciall,

{x[t],ylt],vle],wlt]l},{t,0,0.5}]];

ParametricPlot [Evaluate [{x[t],y[t]}/.sol], {t,0,0.5},
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0,0,1]];

El tiempo en el que la solucion cruza al eje v
ty=t/. FindRoot[(y[t]/.sol[[2]]==0,{t,0.5}]

La velocidad de x en el que la soluciéon cruza al eje
v[t]/. soll[3]1/. t —> ty

ParametricPlot [Evaluate [{x[t],y[t]}/.s0ol], {t,0,(t/. t -> ty)},
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0,0,1]];

Definicién de la funcién cuyos ceros dan érbitas periddicas
Clear([sol,ty,x_0,v]

F[x0_]:= Block [{sol,ty,xdot,iniciall},

inicial = x[0]==x0,y[0]==y0,v[0]==vO,
w[0]==Evaluate[Sqrt[2] (Omega [x0,0,1/2]1-k)}]1};

sol = Flatten[NDSolve[Join[sistema,inicial],

{x[t],y[t],v[t],wlt]},{t,0,1}1];

ty = (t/.Findroot[(y[t]/.s0l[[2]])==0,{t,0.5});

xdot = (v[t]/.sol[[3]]1)/.t\arrow ty;

Return([xdot]];

Hagamos una prueba
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F[0.4]

Table [{x0,F[x0]},{x_.0,0.1,0.4,0.1}];

ListPlot[% , PlotJoined -> True];

Table [{x0,F[x0]},{x0,0.337,0.339, 0.0001}];
ListPlot[% ,PlotJoined -> True];

La orbita periddica

x0=0.6975

inicial = x[0]==x0,y[0]==0,v[0]==0,
w[0]==Evaluate[Sqrt[2] (Omega [x_0,0,1/2]1-k)}1};
sol= Flatten[NDSolve[Join[sistema,iniciall,

{x[t],ylt],vltl,wltl}, {t,0,1}]]

per = ParametricPlot[Evaluate[{x[t],y[t]}/. soll,{t,0,1},
PlotRange -> All, PlotStyle -> RGBColor[0,0,1],AspectRatio -> 1],

Show[nivel,per,PlotRange ->  All]
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